Chapitre 9 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES
AVEC CONDITIONS AUX LIMITES

© Généralités
o Probléme aux limites linéaire
o Existence, unicité
© Probléme de Poisson
o Probléme de Poisson : applications
o Poisson : résolution par différences finies
o Approximation des dérivées
o Différences finies : points intérieurs
o Différences finies : CL Dirichlet
o Différences finies : CL. Neumann
© Probléme de convection-diffusion
o Convection-diffusion : différences centrées
e Convection-diffusion : schéma upwind
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PROBLEME AUX LIMITES LINEAIRE

PROBLEME :

Soient un réel L > 0 et trois fonctions données f(z), p(x), ¢(z) : [0, L] — R
continues par rapport & la variable x. On cherche & déterminer une fonction
y(x) € C?([0, L]) qui satisfait (pour deux réels ¢y et c;, donnés)

—gig +p(a:)% +q(x)y = f(z), xe€l0,L], (équation différentielle)
cl(0) = ¢, (L) = ¢cp, (conditions aux limites)

avec cl(z) correspondant a une des deux options suivantes
y(x) (condition de Dirichlet) ;
(‘I(ZL‘) = dy

() (condition de Neumann).

Le probléme (1) est un probléme auz limites linéaire unidimensionnel du
second ordre.

La différence par rapport au probléme de Cauchy (considéré dans le chapitre
précédent) est dans le fait que les conditions sont imposées aux deux
extrémités de l'intervalle sur lequel la solution est recherchée (une condition
par extrémité).
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EXISTENCE, UNICITE

THEOREME 1 : Si les fonctions f(x), p(x), q(x) sont continues, q(x) est plus
grande ou égale a zéro sur [0, L], et

o soit les conditions aux limites sont de type Dirichlet
e soit p(x) =0 et au plus une des deuz conditions est de type Neumann

alors le probleme aux limites

~H @)% +a@)y = f2), zeLl, 0
(1(0) =COb (l(L) = CL,
admet une et une seule solution. )

Dans ce qui suit nous considérons deux problémes particuliers :

PROBLEME DE POISSON :

{ _Z;(z/(x) = f(iC) LS [OvL]v (2)
cl(0) = ¢o, (L) = ¢p,

PROBLEME DE CONVECTION-DIFFUSION :

{ ~ k@) +p@) (@) = fl@), weo.L], )

y(0) = co, y(L) = cr,
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EQUATION DE POISSON : APPLICATIONS

Le probléme de Poisson

(0) = Co, (L) = CL

{ ~L4a) = f(a), ve 0,1,

a plusieurs applications, dont entre autres :

APPLICATION 1 : (2) décrit le déplacement y/(z) f(x)

d’une corde de longueur L soumise & une den-

sité de charge f(z). Le déplacement aux deux &<
extrémités est imposé avec les conditions de Di- -
richlet y(0) = y(L) = 0.

APPLICATION 2 : (2) décrit aussi la distribu-
tion stationnaire de température y(x) dans une

barre homogéne; f(z) décrit alors la produc- Y0 _ yL

tion de chaleur linéique. La conditions de Diri- f(x)
chlet y = ¢ revient & fixer la température c a A A A A A A A A 6 AA

une des extrémités; la condition de Neumann
d . N
T = ¢ permet d’imposer un flux de chaleur a

travers celle-ci.
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POISSON : RESOLUTION PAR DIFFERENCES FINIES

PROBLEME : Déterminer la solution approchée du probléme aux limites

{ — k@) = f(), zel0,L], &

cl(0) = ¢o, cl(L) = ¢,

RESOLUTION NUMERIQUE :

La méthode des différences finies consiste a ap-
procher la solution exacte y(z) sur lintervalle
[0, L] aux m + 1 points

0 =20 <21 < ... < Tpp = L,
par vo , Y1 , --- , Um - Nous supposerons pour
simplifier que z, = kh,k = 0,...,m, avec
h=L/m

le pas de discrétisation .

5/18



APPROXIMATION DES DERIVEES
En considérant une fonction y(z) € C* (pour dérivée premiére) ou y(z) € C*
(pour dérivée seconde) on a (avec justifications en Annexe) :

DERIVEE PREMIERE :
différence progressive :

dy y(x+h) —y(x)
/() = ¥+~ 727 h
752 Y +0(h)
différence rétrograde :
dy y(z) —y(@ —h)
—\ L = — h
7z %) o +0(h)
différence centrée :
dy y(x+h)—y(z—h) 5
—(x) = h
dx () 2h +O(R)

DERIVEE SECONDE :

d*y
a2 =

ylx 4+ h) +y(x —h) — 2y(z)

02 + O(h?)
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DIFFERENCES FINIES : POINTS INTERIEURS

PROBLEME : Déterminer la solution approchée du probléme aux limites

21
~5@) = f(2), ze 0,1, @
(I(O) = Cp, (I(L) = CL
Pour un point x; qui n’est pas sur le bord Yo Ye

(k # 0,m), on approche la dérivée seconde avec NIy ys Ua Ys 7
la formule de la page précédente : | o |
a2y | y(x |

) — o —y(@r—1) + 2y(zr) — y(Tp41) I i H i H ; I
f(‘Lk) - 7@(‘“”) ~ h2 X9 X1 X2 XT3 T4 Tz Te

En utilisant y(x) &~ yj cela permet d’obtenir m — 1 équations linéaires reliant
les différentes valeurs de vy, k =0, ..., m, entre elles.

EXEMPLE : Pour la figure a droite les m — 1 = 5 équations (x h?) sont

—yo +2y1 —ye = h2f (1)
—y1 +2y2  —y3 = h?f(x2)

—y2 +2ys  —ua = h%f(x3)

—ys +2ys  —ys = h? f(x4)

—ys +2ys —ye = h*f(zs)
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DIFFERENCES FINIES : CLL DIRICHLET

PROBLEME :

On cherche & déterminer la solution approchée du probléme aux limites

x € [0,L],

{ ~$H@) = f@),
(1(0) = C0}, (l(L) = CL,

Notons que m — 1 équations ne sont pas suffi-
santes pour déterminer les m + 1 inconnues du
probléme ; les 2 équations restantes sont obtenues
en utilisant les conditions aux limites.

CL DE DIRICHLET : y(z) = ¢, avec x =0, L;

y(x
1 I

|

Xo X1 T2 I3 T4 T5 e

la condition revient a spécifier directement la valeur d’une des inconnues du

systéme (yo ou y,,), ce qui donne une inconnue de moins par condition.

EXEMPLE (SUITE) : avec y(0) = yo = ¢opet y(L) = ym = cpona
201~y =h*f(z1) + co
-1 2y —us = h? f(x2)
—y2 +2ys  —ya = h*f(x3)
—ys +2ys  —ys =h*f(za)
—ys +2ys =h:f(zs) +cp
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CL DIRICHLET : EXEMPLE

EXEMPLE :

On considére la résolution du probléme aux limites
~24(@) = —2mlcos(2na), we [0,1],
y(0) = 0, y(1) =0

par la méthode des différences finies. La figure de gauche donne les solutions
approchées pour b = 1/4,1/8,1/16 et la solution exacte y(z) = sin’(mz) ;
celle de droite présente erreur |y, — y(xg)| .

1.4 0.25
1.2
0.2
1L
08 L 0.15
0.6 - f— 0.1
0.4 h =
h 0.05
0.2
sol. exacte
0 | | 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1



DIFFERENCES FINIES : CLL NEUMANN

PROBLEME : Déterminer la solution approchée du probléme aux limites

d2
cl(0) = ¢o, cl(L) = ¢,
CL DE NEUMANN : (z) = ¢, avec # =0, L;
dx T Yo Y6
Prenons par exemple la condition ff—‘l’(()) = ¢p. | Ny, ys Y ys |
Une option est d’approcher directement la dérivée | |
par une formule de différence non centrée, ce qui L Y Jj o -
To X1 T2 X3 T4 Ty e

donne (& une erreur O(h) pres),

(y(z1) — y(x0))/h = co. (4)

Alternativement, on peut utiliser I’équation différentielle en 0 et utiliser le fait

que la dérivée de la dérivée est la dérivée seconde :

B y, dy dy )
(h/2)- f(0) = *(W@'@(O) = - ﬁ(h/Q) %(0) + O(h?)
(y(x1)—y(x0))/h+O(h2) co

et donc (a une erreur O(h?) prés)

(y(z1) — y(x0))/h =~ co— (R/2)- f(0).



DIFFERENCES FINIES : CLL NEUMANN (SUITE)

PROBLEME : Déterminer la solution approchée du probléme aux limites

d?
A0) = co, (L) = e
En résumé, la condition %(O) = co peut étre ap- 1
prochée, utilisant v, ~ y(zy), soit par une for- 4o " " ye
mule moins précise ! Y2 ys Y4 |
| |
(y1 —vo)/h = co, (4) ! y( !

1 i I i I i 1
soit par une formule plus précise (et recommandée) 0 1 T2 T8 T4 5 L6

(11 =wo)/h = co—(R/2)- f(0). (D)

x

EXEMPLE (SUITE) : avec %(0) = ¢pet y(L) = ¢, on a (en utilisant (5))

Yo  —U1 = —hco + (h?/2) - f(0)
Yo +2y1 —ye = h%f(x1)
—y1 +2y2  —uy3 = h*f(22)
—y2 +2ys  —ua = h?f(x3)
—ys +2ys  —ys =h>f(z4)
—ys +2ys =h*f(zs)+cr 11/18



CL NEUMANN : EXEMPLE (FORMULE MOINS PRECISE)
EXEMPLE :
On considére la résolution du probléme aux limites

~Ly(@) = —n2/2-cos(n(z+1)), z€0,1]
940) =0, y(1) =0

dx

par la méthode des différences finies et en utilisant I"approximation moins
précise (4) pour la condition de Neumann. La figure de gauche donne les

solutions approchées pour h = 1/4, 1/8, 1/16 et la solution exacte
y(z) = sin®(w(z + 1)/2) ; celle de droite présente Ierreur |y, — y(x)] .
1 0.7
0.8 h = 1/8 (o) <
h = 1/16 (x) 05
0.6 sol. exacte ( 0.4
0.4 03
0.2
0.2
0.1
0 0
0 0




CL NEUMANN : EXEMPLE (FORMULE PLUS PRECISE)

EXEMPLE :
On considére la résolution du probléme aux limites

—Ly(@) = —n2/2 cos(n(x+1)), ze[0,1],

) =0, y1) =0
par la méthode des différences finies et en utilisant 'approximation plus
précise (5) pour la condition de Neumann. La figure de gauche donne les
solutions approchées pour h = 1/4,1/8,1/16 et la solution exacte
y(x) = sin?(w(z 4+ 1)/2) ; celle de droite présente erreur |y, — y(zy)] .

14 0.06
L
1.2 0.05
[
1

0.04

0.8 1/4

0.03
0.6 _
; 0.02
04 Fh = h = 1/8
0.2 | h = 1/16 (%) 001 E
' sol. exacte (—) | h fﬁgﬁ{}?
0 ! ! s 0 L T e e O
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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CONVECTION-DIFFUSION : DIFFERENCES CENTREES

PROBLEME : Déterminer la solution approchée du probléme aux limites

{ ~H@) +p@) (@) = f@), ze0L], @)

y(0) = co, y(L) = cr

TERME DE CONVECTION : p(xz)%(z) ;

dx
Pour un point x; qui n’est pas sur le bord Yo Ye
(k # 0,m), on peut approcher la dérivée dans le W
terme de convection par une formule de différence | |
centrée : A S N P
dy .'/(«Tk+1) _ .'/(«'L'k-fl) To T1 X2 I3 T4 X5 Te

—Lxyp) = h?
dx (ze) 2h +O()
La version discréte de I’équation différentielle devient alors (pour x; # 0, L)

— Y1 + 20k — Uk—1 + (hp(xk)/2) (k1 — yk—1) = h2f(z).

~ dérivée seconde xh? =~ p(zp)X dérivée premiére x h2

En particulier, si
p hp(x) > 1

le second terme est dominant, et il ne relie que des variables dont les indices
ont la méme parité. Cela peut mener & des oscillations dans la solution. 14,18



CONVECTION-DIFFUSION : INSTABILITE

EXEMPLE :
On considére la résolution du probléme aux limites

{ —Ly@)+20%(x) = 0, ze[0,1],

dx?
y(0) = 0, y(1) =1
par la méthode des différences finies et en approchant la dérivée premiére dans
le terme de convection par une différence centrée. La figure donne les solutions
approchées pour h = 1/4, 1/8,1/16 et la solution exacte
y(x) = (e20 —1)/(e2° —1).

1 -
os |- h=1/4(e)

h = 1/8 (o) /
0.6 h = 1/16 (%)
0.4 = ¢ol. exacte (*)

0.2

0 ¢
-0.2
-0.4

-0.6 ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 15 /18



CONVECTION-DIFFUSION : SCHEMA UPWIND
PROBLEME : Déterminer la solution approchée du probléme aux limites

{ ~H@) +p@ L) = @), =0, -

y(0) = co, y(L) = cL

TERME DE CONVECTION : p(z )d/(x) ;

Pour éviter les problémes d’instabilité on utilise
le schéma upwind ; si p(x;) > 0, on considére la

différence rétrograde Yo Y6
dy y(zk) — y(xg—1) NG S s A
— T = =~ = T = 7 + O h | - ‘
dT( ) h ( ) : ylx :

alors que pour p(z;) < 0, la différence progres- %0 %1 T2 T3 Ta T5 Te
sive est utilisée

dy y(Tp+1) — y(xg)
—(z) = =———————=+0(h).
7 (Tk) - +0(h)

Notons que ce schéma d’approximation est moins précis, mais il permet

d’éviter des oscillations telles qu’observées dans le cas de la différence centrée.
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SCHEMA UPWIND : EXEMPLE

EXEMPLE :
On considére la résolution du probléme aux limites

—Ly@)+20%(x) = 0, ze[0,1],

y(0) = 0, y(1) =1
par la méthode des différences finies et en approchant la dérivée premiére dans
le terme de convection par un schéma upwind. La figure donne les solutions
approchées pour h = 1/4, 1/8,1/16 et la solution exacte
y(a) = (2" = 1)/(e* - 1).

1

h = 1/4 (e) |
08  h = 1/8(0) |

h = 1/16 (%) I
0.6 - sol. exacte ( :

0.4

0.2
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ANNEXE : FORMULES DE DIFFERENCE

DERIVEE PREMIERE :
Comme pour toute fonction y € C2 on a

dy

wih) = o) +h %)+ Ly L om?)
ylx £ h) = ylx e 5 g2 & ),

le terme de l'erreur pour les différences progressive et rétrograde s’en suit

directement ; ’erreur pour la différence centrée est obtenue en soustrayant la

formule avec “+4” de celle avec “—" :

d
yl@+h) —yle—h) = Zhd—g(m) + O3,
DERIVEE SECONDE :
Comme pour toute fonction v € C* on a
h? d?y h? d3y

ylx£h) = y(z)+£ h%(z) + (z) + O(h%),

7 a2 E s
on obtient, en additionnant les formules avec “+” et “—",

2
ylx+h)+ylx—h) = 2y(z) + hQQ(w) +0O(h),

dx?
et la formule pour la dérivée seconde (avec le terme de l’erreur) s’en suit
d?y y(x —h) —2y(x) + y(xz + h)
@(.ﬁf) = h2 +O(h2)
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