Chapitre 8 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES
AVEC CONDITIONS INITIALES

© Géneralites
@ Equations différentielles
o Systémes d’équations différentielles
@ Equations d’ordre deux et plus
@ Existence, unicité
@ Résolution numérique
e Méthodes d’Euler
@ Méthode d’Euler progressive
@ Méthode d’Euler rétrograde
@ Méthodes d’Euler : implicite vs. explicite
@ Méthodes d’Euler : convergence
© stabilite
@ Stabilité : généralités
@ Méthodes d’Euler : stabilité
o Stabilité : généralisations
e Méthodes du second ordre
@ Méthode de Crank-Nicolson
@ Méthode de Heun
8 Méthodes multi-pas

Annexe : régions de stabilité
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PROBLEME (SCALAIRE)

Soient un réel T > 0 et une fonction donnée f(¢,v) : [0,7] x R +— R continue
par rapport aux deux variables t et y (¢ sera appelé le temps). On cherche a
déterminer une fonction scalaire y(t) € C*([0,T]) qui satisfait (pour un réel 1
donné)

%(t) = f(t,y(t)), te[0,7], (équation différentielle)
y(0) = yo. (condition initiale)

Ce probléme est un probleme de Cauchy.
Si l'on intégre la premiére équation entre 0 et ¢, on obtient (avec
T dy
ot (T)dr = y(t) —y(0))
t

y(t) = yo+ ; f(r,y(r))dr.

NOTE : Si f(t,vy) ne dépend pas de v, le probléme est équivalent a
lintégration numérique d’une fonction sur U'intervalle [0, ¢].
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SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PROBLEME (VECTORIEL)

Soient un réel T > 0 et une fonction donnée f(,y) : [0,7] x R™ — R”
continue par rapport aux deux variables ¢ et v . On cherche a déterminer une
fonction vectorielle y(t) € C([0,T]) qui satisfait (pour un vecteur y, € R"
donné)

L)y = f(t,y(t), tel0,T], (systeme différentiel)
v(0) = yo. (condition initiale)
Ce probléme est un probleme de Cauchy vectoriel.

Si l'on intégre la premiére équation entre 0 et £, on obtient

y(t) = yo+ / £(r,y(r))dr

rappelons que 'intégrale entre 0 et ¢t d’un vecteur v(t) = (v;(t)) est un
vecteur dont la composante i vaut /01 v (T)dT .

NOTE : La formulation des problémes scalaire et vectoriel est analogue, et

cette analogie s’étend aussi aux méthodes numériques.
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EQUATIONS D’ORDRE DEUX ET PLUS

EXEMPLE : L’évolution d’un circuit RLC peut étre décrite par une équa-
tion différentielle d’ordre 2 (avec ()(¢) comme fonction in-
1(0) = I
; connue) : oo oo
dQ
R - L Q(0) = Qo, 7 (0) = Io
ou, alternativement, en introduisant l'inconnue I () = Cfi(t) (t)
Q(0) = Qo de courant, par le systéme différentiel d’ordre 1 suivant

[ ()
i\ I
Q0) = Qo, I1(0) = Ip.

De maniére générale, tout probléeme de Cauchy d’ordre n est équivalent ¢ un
probléme de Cauchy vectoriel de dimension n et d’ordre 1. J

En particulier, en considérant le cas n = 2 en toute généralité, on a
2 4 d<u> (f(t7(/,u)>
{ W= 1y, ) IR I BN u

,E)) =y, F0) =y (%85) - (ZE) 432



EXISTENCE, UNICITE

On dit que la fonction f(¢,y) est lipschitzienne en y f(t,y) = 2sin(y)
s’il existe un réel ¢ tel que pour tout t € [0, 7], y; et

. =/(=2
Y2 on a I /

If(t,y1) — f(t,ye)| < Llyr — vl

En particulier, si 3 of , (L, y) existe et, pour tout ¢ € [0, 7]
et tout y, elle satlsfalt
of
Ay
alors la fonction est lipschitzienne en .

(t, 7/)‘ </,

THEOREME 1 : Si la fonction f(t,y) est continue et lipschitzienne en y, alors
le probléeme de Cauchy

{ W) = fltyt), telo,T),
y(0) = yo.

admet une et une seule solution.

NOTE : dans ce qui suit nous admettrons que la fonction f(¢,y) est continue et
lipschitzienne en y. Cela nous permettra, entre autres, de rechercher la solution
du probléme de Cauchy sans se demander si une telle solution existe. 5/32



RESOLUTION NUMERIQUE

PROBLEME (SCALAIRE)
On cherche & déterminer la solution approchée du probléme de Cauchy

{ Ht) = flty®), te[0T],
?/(0) = Yo -

La solution exacte y(¢) du probléme satisfait ’équation intégrale

y(t) = yo+ / f(ry(r))dr .

RESOLUTION NUMERIQUE : Y o uan

s . Y2 ,,23 Y4 Ys
On se propose d’approcher la solution YL e ° ‘e Us
exacte y(t) sur lintervalle [0,7] aux points 2
0 =ty < t1 < -+ < tp = T par 1
Yo s Yty -ovs Ym -

NoTE : La distance entre deux points successifs

hi = tre1 — tk

est le pas de discrétisation (aussi appelé pas d’in-  to t1t2 ts ta ts te t7 ts o t1o

tégration).
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METHODE D'EULER PROGRESSIVE

PROBLEME (SCALAIRE)

On cherche & déterminer la solution approchée du probléme de Cauchy

{ Ht) = flty®), te[0T],

(1)
y(0) = wo.
La solution exacte y(¢) du probléme satisfait ’équation intégrale
t
v(0) = w0+ [ Fru(m)dr.
0 v
La méthode d’Euler progressive (ou FEuler explicile) consiste a
approcher la dérivée au point t; par Yrit
dy Y(tes1) — y(te) é
b y(ts)) = —(t) ~ o2l T
f(te,y(te)) 7 (k) — "
——
hg
En utilisant v, ~ y(tx), yr+1 ~ y(tx+1) et en isolant yi 1 on a
’yk+1 = Yk + hif(te, yx) ‘ te et
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METHODE D’EULER PROGRESSIVE (SUITE)

PROBLEME (SCALAIRE)
On cherche & déterminer la solution approchée du probléme de Cauchy

Ly = fltyt), telo,T],
y(0) = wo-

La solution exacte y(¢) du probléme satisfait ’équation intégrale

y(t) = yo+/0/f(7,y(7))d7.

Alternativement, on peut obtenir la méthode d’ Euler progressive
a partir de la formulation intégrale, en notant que cette derniére
implique f (e, yr)

Y(tier) = y(t) + / " ()

tr

En utilisant ’approximation

f(ry(r)) = f(tk,yx) = const sur [tg, tri1],

on retrouve de nouveau tr trgr

”yk+1 = Yr+ h/kf(tkaykr) ‘ 8 /32




METHODE D'EULER RETROGRADE

PROBLEME (SCALAIRE)
On cherche & déterminer la solution approchée du probléme de Cauchy

{ Ht) = flty®), te[0T],
?/(0) = Yo -

La solution exacte y(¢) du probléme satisfait ’équation intégrale

y(t) = yo+ / f(ry(r))dr .

La méthode d’Euler rétrograde (ou Euler implicite) consiste &
approcher la dérivée au point ¢, par
dy Y(tes1) — y(te)
f(tk-',-l,y(ﬁk,—&-l)) = 7(tk+1) ~N -
dt U1 — Uk
/
Uk

En utilisant yx ~ y(tx), yrr1 = y(try1) on a

’?/k:+1 = Y+ hef(ths1, Yrg1) ‘




METHODE D’EULER RETROGRADE (SUITE)

PROBLEME (SCALAIRE)

On cherche & déterminer la solution approchée du probléme de Cauchy

Ly = fltyt), telo,T],
y(0) = wo,

La solution exacte y(¢) du probléme satisfait ’équation intégrale

y(t) = yo+/0/f(7,y(7))d7.

Alternativement, on peut obtenir la méthode d’Fuler rétrograde
a partir de la formulation intégrale. En utilisant de nouveau

Y(tesn) = yltn) + / b y(r))dr

t

ainsi que ’approximation
f(r,y(r)) = f(tks1,Yrs1) = const sur [ty tpy1),

on retrouve

’yk+1 = Y+ hef (et Yra1) ‘

ftrsya,

Yk41)

ty ()

10/32



METHODES D’EULER : IMPLICITE VS. EXPLICITE
EULER PROGRESSIVE :  Uk+1 = Yk + hif(te, yr) - (2)

Pour la méthode d’Euler progressive, il suffit de substituer la valeur vy, dans la
formule (2) pour obtenir 1 :

pas 1:y1 = yo + hof(to, %)

pas 2 :ys = Y1+ hif(ti,y1)

Il s’agit d’'une méthode explicite.

EULER RETROGRADE : ¥kt+1 = Yk + hif(try1, Yrs1) - (3)

Dans le cas d’Euler rétrograde, la formule de récurrence (3) ne donne pas
directement la valeur yj1 & partir de yy, ; pour I'obtenir, il faut résoudre une
équation non linéaire définie par (3) par rapport & yxiq :

pas 1 : résoudre y; = o + hof(t1,y1) par rapport a y;

pas 2 : résoudre yo = y1 + hyf(t2,y2) par rapport a ys

Il s’agit d’'une méthode implicite.
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METHODES D’EULER : CONVERGENCE
ExeEMPLE : Considérons la résolution approchée du probléme de Cauchy

%(t) = cos(y) — t, t>0,
y(0) = 0.7,

par la méthode d’Euler progressive. La figure de gauche donne les solutions

approchées pour h = 0.2, 0.1, 0.05 et 0.001; celle de droite contient

Pestimation de V'erreur |y, — y(tx)| (la solution approchée pour ' = 0.001 fait

office de solution exacte y(t)) .

ir 0.1
2 h = 0.2
0.8 0.08 -
L
0.6 - 0.06 -
h = 0.1
04~ h = 0.2 (o) 0.04 |-
h = 0.1 (o) B .
02 h = 005 (*) 0027 wcrwsji%*;k9%943&)«4«**%*%***’****
s
h = 0.001 (— A
0 ‘ = ‘ ! | 0 - \ \ \ |
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

OBSERVATION : L’erreur |y, — y(tx)| semble proportionnelle a /. 12/ 82



METHODES D’EULER : CONVERGENCE (SUITE)

ExeEMPLE : Considérons la résolution approchée du probléme de Cauchy
%’(t) = cos(y) —t, t>0,
y(0) = 0.7,

par la méthode d’Euler rétrograde. La figure de gauche donne les solutions
approchées pour h = 0.2, 0.1, 0.05 et 0.001; celle de droite contient

Pestimation de 'erreur |y, — y(tx)| (la solution approchée pour h = 0.001 fait
office de solution exacte y(t)) .
L r 012 -
FA I
0.8 01
) 008
0.6 h = 0.2
0.06 |-
04 - h = 0.2 (e)
0.04 |-
h = 0.1 (o) h 0.1
02 = h = 0.05 (%) \\k0.0Q = ****kkﬁ*w*wﬁ4«**4@}«?*&*%6*82
— HKT L, — <Uc
| |Lh = o0m () | NV | | |
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2

OBSERVATION : De nouveau, 'erreur |y, — y(¢x)| est proportionnelle & h. 13,32



METHODES D’EULER : CONVERGENCE (SUITE)

Le théoréme suivant formalise les observations des exemples précédents.

THEOREME 2 :
Soit f(t,y) une fonction continue et a dérivées partielles g{ et - ()f continues.
Supposons de plus que cette fonction est lipschitzienne en vy .

Soit y(t) unique solution du probléme de Cauchy (1) associée a f, et soit yy,

la solution approchée au point t;, = hk, avech = T/m etk =0,... m
obtenue par la méthode d’Euler progressive ou rétrograde.

Alors il existe une constante C' > 0 (indépendante de h mais qui peut
dépendre de T') telle que

max lye — y(tr)] < Ch.

Dit autrement, pour autant que les hypothéses du théoréme soient satisfaites,
la solution approchée yi, k = 0,..., m, converge vers la solution exacte y(t)
lorsque h — 0.
VOCABULAIRE : La méthode de résolution d’une équation différentielle est
d’ordre n si

max lye —y(tr)| < Ch™.

Les méthodes d’Euler sont donc des méthodes du premier ordre. 14/82




METHODES D’EULER : CAS SCALAIRE VS. VECTORIEL

PRINCIPE : les méthodes d’Euler ont des expressions identiques (aux notations
prés) dans le cas scalaire et vectoriel.

CAS SCALAIRE \ CAS VECTORIEL
PROBLEME :
Wt = f(t yt)), tel0,T], L) = f(t,y(t), te[0,T],
y(0) = v(0) = yo.

METHODE D’EULER PROGRESSIVE : pour k£ = 0,1, ...

calculer yry1 = yr + hef(te, ur) ‘ calculer ypy1 = yp + hef(lr, vi)
METHODE D’EULER RETROGRADE : pour k£ =0,1,...

résoudre vy = Ypthef(tepr, vprr) | résoudre vy = viethef (teg1, Vi)
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STABILITE : GENERALITES

Considérons a présent le probléme de Cauchy suivant (avec T' — c0) :

{ by = —By(t), t >0,

y(0) = o
Yy
La solution exacte du probléme est .
<
y(t) = yoe 0 ’
elle tend vers zéro pour 5 > 0 et croit pour J < 0. >0 t

Une méthode de résolution est absolument stable (ou simplement stable) pour
le probléme de Cauchy (4) avec 5 > 0 si elle produit une séquence yy, ,
k=1,2,..., d’approximations de y({) telle que

yr — 0 lorsque {p — oo.
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EULER PROGRESSIVE : STABILITE
Considérons les pas de discrétisation h constants =t = hk,k=0,1,2...

EULER PROGRESSIVE : yrt+1 = Yr + h f(te,yx) = yr(l —hB)
——

—BYk
et donc
yr = yo(1—hB)*|.
o h3 < 1 4 B =14
T b
= u = y|l-hBF = 0 b ! |
! | |
= (stable, non oscillant) vo '\\” o b
l | ! |
ol < AB < 2 0,\**‘,"H“\HHJHH“H‘
\ |
=y = yoll — BAF(-DF — 0 G
\ 1
= (stable, oscillant) Vo L !
o \ ! |
o hﬂ > 2 \+ ( \vJ Ll

1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1t
h=0.05(x);h=0.1 (0);h =0.2 (e)

= yr = yo|l — hB|*(—1)F diverge
= (instable)

CONCLUSION : Méthode d’Euler progressive est absolument stable si hf < 2.
17 /32



EULER RETROGRADE : STABILITE

Considérons les pas de discrétisation h constants = ¢, = hk, k=0,1,2...
EULER RETROGRADE : Y41 = Y + b f(tkt1, Ykt1)
—_———

—BYk+1
ce qui implique yi11(1 + hfB) = yi et donc

En particulier, comme h et [ sont positifs,

on a
1

<1,
1+ hgB
et donc y; — 0 pour tout h > 0.
CoNCLUSION : Méthode d’Euler rétrograde y‘\\m,,%hw . N
est toujours absolument stable. 0 02 04 06 08 17
h=0.05 (x);h=0.1(0); h=0.2 (e)
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STABILITE : PROBLEMES NON HOMOGENES

La stabilité est étudiée par rapport au probléme de Cauchy :

X)) = —Byt), t >0, )
y(0) = o
Est-il utile d’étudier la stabilité sur base d’un probléme aussi simple ?
GENERALISATION 1 : Cas non homogéne
W) = —By()+b, t >0,
y(0) = yo.
Un changement de variable y(t) = y(t) — % permet de retrouver le probléme

de Cauchy de départ (avec une condition initiale modifiée).

De méme, en résolvant le probléme non homogéne avec, par exemple, Euler
progressive, on a
Yer1 = Yr +h(=Byr +0).
En utilisant un changement de variable similaire 1, = vy, — % on retrouve
aussi le cas homogeéne N N ‘
Ukt1 = Ur(1—hp).

CONCLUSION : On retrouve la méme récurrence (et donc la méme analyse) que

pour le cas homogeéne, et elle est indépendante de b. 1082



STABILITE : PROBLEMES NON HOMOGENES

La stabilité est étudiée par rapport au probléme de Cauchy :

{ W) = —By(t),

y(0) = yo-

t > 0,

Est-il utile d’étudier la stabilité sur base d’un probléme aussi simple ?

GENERALISATION 1 : Cas non homogéne

EXEMPLE (suite)

Casb =
Yy 524

|
|
Yo & I | 1’ |
! | |
| | ! |
§ I \ | |
\ e Sk G ke g A Sk lge kb b 4 4

y(0) = yo +

b
B

|

\\\‘*%
\
{
\ /
A
‘o
AN
!
0 0.2



STABILITE : PROBLEMES NON LINEAIRES

La stabilité est étudiée par rapport au probléme de Cauchy :
W) = -Byt), t>0,
y(0) = wo.

Est-il utile d’étudier la stabilité sur base d’'un probléme aussi simple ?

GENERALISATION 2 : Cas non linéaire
W) = flty®), >0,
y(0) = yo-
A travers le développement de Taylor au voisinage de (tx , yx)
of
[ y) = f@t ye) + ﬁy(t’ yr) (Y — k) = b(t) — B(t)y,
—B(t)
on retrouve, avec b(t) = f(¢t, yr) + B(t)yx , le cas non homogeéne sur
lintervalle ou ((t), b(t) varient peu.

CONCLUSION : Si la fonction f est suffisamment réguliére, I’analyse de la

stabilité dans le cas non homogéne s’applique localement.
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STABILITE : PROBLEMES NON LINEAIRES

La stabilité est étudiée par rapport au probléme de Cauchy :

d
B = —fyt), ¢ >0, "
y(0) = wo-
Est-il utile d’étudier la stabilité sur base d’'un probléme aussi simple ?
GENERALISATION 2 : Cas non linéaire hB(t) > 2 hB(t) < 2
EXEMPLE Y. ol tabl
Nous résolvons le probléme de Cauchy 2 115ta® €5 stable
i j
r 1.5 | |
L) = — 2 y(), t >0,
1 I |
y(0) = vo. ot ’?\
]
avec la méthode d’Euler progressive 05 11 ! L o | Q
de pas h = 0.1. 0 F S 0 7 °
I I
Dans ce cas b =0 et B(t) = f:’l . -0-5 | | L V) ¢
1 ! v ]
La solution Zxacte est 45 lr; ' :);
y(t) = m . 9 Ly ! ! I I !
0 02 04 06 038 1 1.2 1.4 t

h=0.1 (o); sol. exacte (—);
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STABILITE : SYSTEMES
La stabilité est étudiée par rapport au probléme de Cauchy :

{ L)y = -Byt), t >0, (4)
y(0) = o

Est-il utile d’étudier la stabilité sur base d’'un probléme aussi simple ?

GENERALISATION 3 : Cas des systémes linéaires
1
{ T = -—Ay(r), ¢ >0,

y(0) = yo.
Si A est diagonalisable, on décompose en modes propres via A = P~ !diag(j3;) P
(avec (3 potentiellement complexe!) et, en utilisant z = Py, on aboutit & un
systéme de n équations non homogénes découplées :

ddzf (t) = —Piz(t), t > 0,

zi(0) = (Pyo):-

CONCLUSION (SOL. EXACTE) : Dans le cas des systémes linéaires le probléme
vectoriel peut étre découplé en n problémes scalaires, avec (3; les valeurs
propres de A. La solution exacte est stable si Re(5;) > 0 pour toute valeur
propre ﬂ? de A. 21 /32

pour:=1,...,nona {



STABILITE : SYSTEMES

La stabilité est étudiée par rapport au probléme de Cauchy :
FM) = —By®), t >0,
y(0) = wo-

Est-il utile d’étudier la stabilité sur base d’'un probléme aussi simple ?

GENERALISATION 3 : Cas des systémes linéaires
&) = —Ay(1), t >0,
y(0) = yo.
Dans ce cas la méthode d’Euler progressive devient
Yit1 = Ye +hf(te,yr) = (I —hA)yy.
———

—Ayk

En utilisant de nouveau A = P~!diag(3;)P et z, = Py, on obtient n

relations de récurrence identiques au cas scalaire
(Zr41)i = (1 —Dhpi)(zr)i -

CoNCLUSION (EULER PROGRESSIVE) : Dans le cas des systémes linéaires la
condition de stabilité |1 — hS;| < 1 doit étre vérifiée pour toute valeur propre

21 /32



STABILITE : SYSTEMES

La stabilité est étudiée par rapport au probléme de Cauchy :

{‘Zg(t) = —By®), t>0, "
y(0) = wo-
Est-il utile d’étudier la stabilité sur base d’'un probléme aussi simple ?
GENERALISATION 3 : Cas des systémes linéaires
{ T = -—Ay(r), ¢ >0,
y(0) = yo;
Dans ce cas la méthode d’Euler rétrograde devient
Vit1 = Yeth i1, Ye+1) = ye—hAyri = Yie1 = ([+hA) yy .
—AYk+1
Avec A = P~!diag(B;)P et z;, = Py on obtient n relations de récurrence

identiques au cas scalaire

(Zrt1)i = (zi)i/(1+hBi).
CoNCLUSION (EULER RETROGRADE) : Dans le cas des systémes linéaires la
condition de stabilité est vérifiée d’office par toute valeur propre [; de A telle
que Re(B;) > 0. 21/32



STABILITE : SYSTEMES (SUITE)

GENERALISATION 3 : Cas des systémes linéaires

EXEMPLE (Exemple 3 de la Motivation) : Circuit RLC

d (1 -30 —30 I
dy(_>0) - ( ) B ( >< )
dt
¢ dt \ @ 1 Q

N—_—— N—— e N —
FHO) —A y(t)
1
10 F 30 Q) = 0, I1(0) = 30.
Les valeurs propres de A sont 3 ~ 29 et B =~ 1.
y(0) = 0 La méthode d’Euler progressive donne :
Yy . hf1 ~ 1.45 I hBy = 2.07]
1.4 r i
1.2 L\ 287 e 7 ?‘) “‘»
R 2 oo
! jx;%y; 1.5 “ {‘
0.8 /o 1 !
0.6 | %%ﬁs@e 0.5 ’]L - \\"T"i—
0.4 7y ) 0 N
0.2 ‘[ -0.5 ST
0 | | | | | -1 \(‘7 i1l [N |
0 02 04 06 08 1¢ 0 02 04 06 08 1¢
h =1/20 (o) ; sol. exacte (—); h =1/14 (o) ; sol. exacte (—);
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STABILITE : SYSTEMES (SUITE)

GENERALISATION 3 : Cas des systémes linéaires

EXEMPLE (Exemple 3 de la Motivation) : Circuit RLC

1
301

HORERG

d
()

Q0) =

Les valeurs propres de A sont [ =

—A y(t)
1(0) 30.
2

La méthode d’Euler rétrograde donne :

0.8 */@
!
[/
0.6
I QQQQQQ
0.4 ( Qo
0.2
0 | | |

| |
0 02 04 06 08 1¢
h =1/20 (o) ; sol. exacte (—);

Yy
Lr hp1 ~ 2.07
0.8 */p’
/
06 H? -
| SN
0.4 %[’ S
1

0.2 g

Qet[ﬁgzl.

0 L L L L
0O 02 04 06 08 1
h =1/14 (o) ; sol. exacte (—);

t
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STABILITE : SYSTEMES (SUITE)

De maniére générale, soit un probléme de Cauchy vectoriel suivant :

&) = -Ay(®), t >0,
y(0) = yo,
dont la matrice réelle A d’ordre n x n posséde n valeurs propres 3; € C,

1=1,...,n.
La solution exacte peut s’écrire sous la forme (sans démonstration) :

n
y(t) = Y eipi(t) et ¢ eR”,
1=1

ot le degré du polynome p;(t) est strictement inférieur & la multiplicité de f3; .

NOTE : La solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre n a la méme
forme, avec le terme p;(¢) polynomial nécessaire si la racine 3; du polynéme
caractéristique est une racine multiple.

On notera (sans démonstration, mais par analogie avec le cas ou A est
diagonalisable) que :

e la solution exacte y(t) est bornée si Re(3;) > 0;

o KEuler rétrograde est stable pour tout £ ;

o Euler progressive est stable si [1 —hf3;| < 1, i=1,....n. 23 /32



METHODE DE CRANK-NICOLSON

Rappelons que la solution exacte y(t) satisfait (cf. page 8)

Y(tesn) = ylt) + / 7 pry(r)dr

22
La méthode de Crank-Nicolson s’obtient en approchant I’intégrale
par la formule des trapézes

1
Y+l = Yk + ihk(f(tkv?/k) +f(tk+1:1/k-+1)) ;

ol, comme avant, hy = tpi1 — tf .

Notons que la méthode est :
e implicite (yr11 se retrouve comme argument de f dans le
membre de droite)
o du second ordre
e stable quel que soit le pas iy (tout comme Euler rétrograde)

L f(tht1s Yns1)
+ 3 (b, yn

tr trt1
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CRANK-NICOLSON : ORDRE

EXEMPLE (SUITE) : Reprenons le probléme de Cauchy

W) = cos(y)—t, t>0,
y(0) = 0.7,

et résolvons-le par la méthode de Crank-Nicolson. La figure de gauche donne
les solutions approchées pour h = 0.4, 0.2, 0.1 et 0.001; celle de droite
contient lestimation de Verreur |y, — y(tx)| (la solution approchée pour

h = 0.001 fait office de solution exacte y(t) ).

1 - 0.007
0.006
0.8 h = 04
0.005 |-
0.6 0.004
04 0.003 |-
0002 - h = 0.2
0.2
0.001 h = 0.1
oAbk
0 \ \ \ | 0 et S "
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

OBSERVATION : |y, — y(t)| o< h? et la méthode est en effet d’ordre 2. 2532



CRANK-NICOLSON : STABILITE

EXEMPLE (Exemple 3 de la Motivation) : Circuit RLC

, d (1 —-30 —30 1
ay, _— fr—
ar(0) = 30 dat \ Q 1 Q
PO —A y(t)
10 LH Q) =0, I(0) = 30.
1F Les valeurs propres de A sont 3 ~ 29 et B =~ 1.
y(0) =0 La méthode de Crank-Nicolson donne :
Y Y
1.2 F 1.2 F
1F 1 Fos
0.8 —7’?&%@%&% 0.8 &S\s\&&
0.6 [ 0.6 [ ©
04 T;‘I SG‘@@SSSGO 04 T(;l 6\9\6\9“@”6\0
0.2 E 0.2
8 02 04 06 08 it 8 02 04 06 08 it
h =1/20 (o) ; sol. exacte (—); h =1/14 (o) ; sol. exacte (—);
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CRANK-NICOLSON ET EULER RETROGR. : CAS hf3 > 2

EXEMPLE (Exemple 3 de la Motivation) : Circuit RLC

ilo) = )()
— dy (4 ) y(t)
ar ()
) Q) = 0, I(0) = 30.
10 IF 301l Les valeurs propres de A sont 1 ~ 29 et f, ~ 1.
Les méthodes de Crank-Nicolson (& gauche) et d’Euler ré-
y(0) =0 trograde (a droite) pour h = 1/4 (b5 =17.5) ;
Y ~ Yy ~
1.2 12 f
1 1k
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 f 02 L
00 05 1 15 2% 00 o5 1 15 2%

h =1/4 (o); sol. exacte (—); h =1/4 (0); sol. exacte (—)
Notez 'oscillation de Crank-Nicolson. (Explication : voir syllabus). 27,32



METHODE DE HEUN

On obtient la méthode de Heun (ou de Runge-Kutta d’ordre 2) en rendant la
méthode de Crank-Nicolson explicite sur base de la formule d’Euler
progressive yry1 = Y + hif(tr, k)

1
CN : Ypy1 = yk + éhk (f(tkyyk) + [ttt Yrt1 )) ;
~—~—

EP : yi+hi f(te,yr)
ce qui revient a

1
Yr+1 = Yk + ihls: (f(tk: yk:) + f(tk7+17 Yk + hk.f(tkfa Uk))) .

Notons que la méthode est :
o explicite (par construction)

@ du second ordre

o (notations de pp.16-17) stable si b5 < 2 (tout comme Euler progressive)
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HEUN : ORDRE

EXEMPLE (SUITE) : Reprenons le probleme de Cauchy
W) = cos(y)—t, t>0,
y(0) = 0.7,

et résolvons-le par la méthode de Heun. La figure de gauche donne les
solutions approchées pour h = 0.4, 0.2, 0.1 et 0.001; celle de droite contient

Pestimation de lerreur |y — y(¢1)| (la solution approchée pour h = 0.001 fait
office de solution exacte y(t)) .
1 0.025
0.8 0.02
h = 04
0.6 0.015
0.4 0.01
h = 0.2
0.2 0.005 |
h = 0.1
0 \ \ ! | o ey
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2

OBSERVATION : |y, — y(t)| o< h? et la méthode est en effet d’ordre 2. 2032



HEUN : STABILITE

EXEMPLE (Exemple 3 de la Motivation) : Circuit RLC

. d (1 B -30 -30 I
ar(0) = 30 a\Q) — 1 Q
—— —_———
oy (1) —A y(t)
10 LH Q) =0, I(0) = 30.
1F Les valeurs propres de A sont 31 =~ 29 et [
y(0) =0 La méthode de Heun donne :
Y
i
0.8 7[ B
[ o®
0.6 ¢
04 {4 ©
| -15 ®a.
0.2 7 o L &Sb\
0 0.2 04 0.6 0.8 25

0
h =1/20 (o) ; sol. exacte (—);

Ut

~ 1.

L L L L @
0 02 04 06 038 1
h =1/14 (o) ; sol. exacte (—);

t
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METHODES MULTI-PAS

Les méthodes d’Euler, de Crank-Nicolson et de Heun ont en commun le fait
qu’elles ne relient que y1 et vy, ; une méthode multi-pas & ¢ + 1 pas permet

de relier yr11 & Yr, Yb—1, -+, Yk—q - f

2 s = g+ aire(1530) |

METHODES D’ADAMS-BASHFORTH :
consistent a approcher f(¢,y(t)) par un poly- (1)
néme d’interpolation p(t) passant par f(yg, tx), .

f(ykfl; tkfl), B f(yk:fq: tk:fq) . + + + ! t

th—2 tk—1 Tk tr41

-2 P
. 1 = +aire(,_ _, ‘
METHODES D’ADAMS-MOULTON : ’ Yrt = Uk (i )

consistent a approcher f(¢,y(t)) par un
polynéme d’interpolation p(t¢) passant par
f(yk+17tk‘+1)7 f(ykatk)v DRS) f(yk7q7tk7q) . L ¢

thk—2 tk—1 tr tr41

Yy

dp .
E(Lwrl) = f(ths1, Yrt1)

METHODES BDF

consistent & approcher y(t) par un polyndéme
d’interpolation p(t) passant par yi1, Yk, -- -
Yk—q - tk-v—Q f/k?] t]c o1




ANNEXE : REGIONS DE STABILITE

La région de stabilité pour une méthode est définie par

{=hp € C | hj satisfait la condition de stabilité de la méthode }

Régions de stabilité des méthodes d’Euler progressive et de Heun :

Im(—hp5)

Les régions de stabilité des méthodes d’Euler rétrograde et de Crank-Nicolson

comprennent quant a elles I’ensemble du demi-plan gauche.
32 /32
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