Chapitre 6 : INTERPOLATION ET APPROXIMATION )

© Interpolation et approximation : généralités
© Matrice de Vandermonde

© Polynomes de Lagrange

@ Conditionnement

@ Interpolation polynomiale par morceaux

@ Interpolation par splines
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GENERALITES

DEUX PROBLEMES SIMILAIRES

Soient des abscisses x; distinctes et des ordonnées y; correspondantes,

1 =1,...,m. Le probléme d’interpolation consiste & déterminer une fonction f,
appelée fonction d’interpolation, telle que

f(ll) = Yi, 1= 1,...7771.
Le probléme d’approximation au sens des moindres carrés consiste a
déterminer une fonction f qui minimise
m
> () = w)*.
i=1
Le choix de [ est souvent restreint a une classe donnée de fonctions.

EXEMPLE

Les points (1,1), (2,2), (3,0), (4,1),
(5,2) et (6,0) peuvent étre interpolés
par un polynoéme p; de degré 5 et ap-
prochés (au sens des moindres carrés)
par un polynéme p, de degré 3.




MATRICE DE VANDERMONDE

On veut déterminer un polyndéme
n—1
j —1
p(r) = E cr' = cotext ez
i=0

de degré au plus n — 1 passant par les points (x;,v;), i = 1,...,m. Les
coefficients ¢;, © = 0,...,n — 1, de ce polynéme doivent satisfaire
cotar+ ozl =
Coterra+ ozl =y
co+C1T,, + -+ Cnflfrz;l = Um

ou encore (sous forme matricielle)

Ve =y,
avec

n—1 .,

1z - a2 Co Y1
n—1

1z - @y 1 Y2

V = o : S : Y =
1 L. pon—1 .
Tm T, Cn—1 Ym

La matrice V' est appelée matrice de Vandermonde. 8/11



MATRICE DE VANDERMONDE (SUITE)

Les coefficients ¢; d’un polynome
n—1

) 1 —1
ple) = > cx' = co+emt o+ euga" !,
1=0

de degré au plus n — 1 qui passe par (z;,y;), i = 1,...,m, doivent satisfaire
p(z1) = y1 — 1oz - a2t co v
p(w2) = ya — 1 =z - ap™! c1 Yo
= 1)

p(l‘m) = Ym — 1 LTm lz;l Cn—1 Ym

e Sim = n et comme les abscisses z; sont toutes distinctes, la matrice de
Vandermonde est réguliére et il existe un et un seul polynéme dont les
coefficients ¢;, i = 0,...,n — 1, satisfont le systéme (1).

e Sim > n, il n’existe pas nécessairement de polynéme de degré au
plus n — 1 qui passe par tous les m points. En résolvant le systéme (1)
(qui est alors surdéterminé) au sens des moindres carrés on détermine un
polynéme p(z) qui minimise

[Ve-yl3 = ZZZ1(p(ll)_yl)2 a/11




MATRICE DE VANDERMONDE (SUITE)

EXEMPLE : (Exemple 2 de la Motivation)

Pour x=[1;2;3;5;6;7] et y=rand(6,1) déterminer :
@ un polyndome d’interpolation de degré 5

% matrice de Vandermonde 0-8

A= [x.70 x."1 x.°2 .

x.”3 x.74 x.°5]; 0.5

pol = A\y; % systéme régulier = 0.4

% afficher le polyndme ;z

xf = 1:0.01:7; 0.1
plot (xf, polyval(pol(end:-1:1) ,xf)) o

@ un polynome d’approximation (au sens des moindres carrés) de degré 3

0.8
% matrice de Vandermonde 0.7
A= [x."0 x."1 x.°2 x.°3]; 0.6
pol = A\y; 7/ systéme surdéterminé! >ij .
% afficher le polyndme 0.3
xf = 1:0.01:7; 0.2
plot (xf, polyval(pol(end:-1:1) ,xf)) mz ~
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POLYNOMES DE LAGRANGE

Le kéme polynome de Lagrange pour les
abscisses z;, 1 = 1,...,m, est défini par
m

1. —
T — Xs :
=1 Tk T T
itk
Ce polynéme vaut 1 siz = zy et
0six = x;,1# k;en d’autres termes

ly(z) =

() = Opi -

— _(z—z2)(z—z3)(z—=4)
b= (z1—x2)(x1 —x3)(x1—24)

PEN
Y

_ (z—zqy)(z—x3)(x—24)

N W2 = o e e (e wa)

0

Une autre maniére de déterminer le polynome d’interpolation (cas m = n) est
donc d’utiliser les polynomes de Lagrange :

p(z) =

ylél(l’) + y2€2(l) +-- ym‘gm(w) .

Comme chacun des polynémes /;(x) est de degré m — 1, le polyndome
d’interpolation p(x) est de degré au plus m — 1.
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CONDITIONNEMENT

Le conditionnement du probléme d’interpolation par un polynéme aux
abscisses x; équidistantes se dégrade sensiblement avec le nombre m de points.

4 -
EXEMPLE (QUARTERONI AND AL.) 5
Les polynomes d’interpolation calculés R
pour les abscisses équidistantes : 2
(a) (zy,sin(2mx;)) 1 -
(b) (x;,sin(27x;) + §;) avec
5i = +10~ 07
1k
-2 | | | |

1
-1 -0.5 0 0.5 1

Deux options sont envisageables (et nous n’explorerons que la deuxiéme) :

o utiliser les abscisses x; avec un espacement adapté
(par opposition aux z; équidistantes)

o limiter le degré des polynomes utilisés
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INTERPOLATION POLYNOMIALE PAR MORCEAUX

Pour z; < 29 < .-+ < x,, on subdivise l'intervalle |x1, z,,[ en
sous-intervalles contigus et disjoints. On peut alors interpoler sur chaque
sous-intervalle séparément.

e La fonction d’interpolation est polynomiale par morceaux (elle est
polynomiale sur chaque sous-intervalle).

@ On choisit les sous-intervalles qui ont comme extrémités x; pour avoir une
fonction d’interpolation continue.

o La dérivée de la fonction d’interpolation est généralement discontinue aux
extrémités des sous-intervalles.

o Le nombre de points z; par sous-intervalle est limité pour des raisons de
stabilité mentionnées auparavant.

EXEMPLE DE LA P.2 (SUITE)

Deux des choix possibles de sous-
intervalles :

(a) ]1,3[ et ]3,6[ (trait interrompu)
(b) 11,2[, 12,3, ]3,4], |4,5] et ]5,6]

(trait continu)




INTERPOLATION PAR SPLINES

Interpolation polynomiale par morceaux méne & une fonction d’interpolation
continue (dans C”) mais qui n’est pas & dérivée continue (pas dans C''). Pour
avoir une fonction suffisamment réguliére on utilise des splines.

Pour 21 < 29 < .-+ < x,,, on définit une spline de degré k comme une
fonction qui
@ est un polynome de degré au plus k sur [z;, z;41],i=1,...,m —1

(et donc polynomiale par morceaux) ;
o appartient a C*~1.

On ne détaille ici que l'interpolation par splines cubiques, qui sont donc :
o des polynémes de degté au plus 3 par morceaux;
@ continues et avec les deux premiéres dérivées continues.

Y

EXEMPLE DE LA P.2 (SUITE)
Interpolation par splines cubiques;
(la construction de la fonction d’in-

terpolation est expliquée dans les
pages suivantes).




INTERPOLATION PAR SPLINES : DERIVATION

La fonction d’interpolation sur l'intervalle ]xz;, 2:;11[ correspond a un polyndme
de degré au plus 3, et donc sa dérivée seconde est linéaire. Comme cette
derniére doit étre continue, on a

Tip1 — o
o/ i+1 v
') = a;———+ a1 —————  sur |z, w4,
Tit1 — Ty Li+1 — T4
N . N . . 1 o
ol «y, i = 1,...,m, sont des constantes a déterminer (notez que [”(z;) = ).

Avec h; = x;11 — x; on a donc

(@ip1 — @)’ (2 — ;)
r) = qp————— Fjp1———— + Bi(r —x;) + 5 -
f( ) i 6hl 1+1 6hi /BL( 1,) Yi
Les valeurs de 3; et v; s’obtiennent a travers les valeurs de f en x; et x; 11 :
h?
f@) =y = v = yi— aiEL
: Yi+1 — Yi hi
f@ip1) = g1 = Bi = o — (qip1 — o) —
hi 6
Finalement, la continuité de la dérivée premiére signifie (pour i > 1) :
h; hi_
7057?51/ + B = Q; 1'2 L Bi—1
— ——
approximation sur |z;,z;41] approximation sur Jz;_1,2;[
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INTERPOLATION PAR SPLINES : DERIVATION (SUITE)

En substituant les valeurs de 3; dans la derniére égalité on a

hi hi | Yit1—Yi hi—1 hi—1 | Yi —Yia
—— — Qi — + ——— = oy + o + )
I 3 16 hi 1
Apres un regroupement des termes en « et une multiplication par
6/(hi—1 + h;) on obtient m — 2 équations linéaires

hioe 90+ hi 6 Yirl =Y Yi —Yi-1
hi—1 + h; o U hisi+ Ry o hi—1+h; h; hi—1 '
avec i = 2,...,m — 1. Il reste & imposer deux équations supplémentaires pour

avoir un systéme régulier. Les splines naturelles sont obtenues si on impose
N p
1 . . (. — J—
f"(x1) = a1 = 0et () = am = 0.
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