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FACTORISATION QR : GENERALITES

Une matrice ) est orthogonale si elle est carrée et Q7Q = 1.
Une matrice R = (7;) est trapézoidale supérieure si 7;; = 0 pour tout i > j.

Une factorisation QR d’une matrice A (instruction qr (A)) de dimensions
m xn (m > n) est une combinaison des matrices () orthogonale (de dimensions
m x m) et R trapézoidale supérieure (de dimensions m x n) telles que

A QR

Comme les m — n derniéres lignes de R sont nulles, on a

R - o
R = < , avec R de dimensions n x n,

et en subdivisant ) = ( Q Q. ) avec () de dimensions m x n on a aussi
une factorisation QR réduite (instruction qr(4,0))
A = QR
E * &k ok K kK ok ok K kK ok ok ok iiiii *i:ii
N * Kk ok ok Kk * Kk ok ok Kk * x %k Kk
XEMPLE : ko ko Kk kK * ok k * kKX K a7 o

(m=10,n=5) |iiAx P s 48 o %

* Kok K R P kB oF

kg Kk Ak * Kk RS R Ak Kk

KKk kKK * ok ok ok kW KKK ok

* Kk ok ok Kk * Kk ok ok Kk * Kk Kk ok

* Kk ok ok Kk * ok ok ok k KKk kK 2/19




METHODE DE HOUSEHOLDER : PRINCIPE

PRINCIPE DE BASE :

* k ok Kk %
* kK kK Kk
* k ok Kk %
* Kk Kk k
* Kk Kk ok
) Kfr—k Kk
Kk Kk
* kK kK Kk
* k ok Kk %
* kK kK Kk

A

et

* K Kk Kk x * k ok Kk Kk * Kk Kk kK * Kk Kk ok K * K ok ok ok
* Kk Kk x * Kk Kk x * K Kk Kk * K Kk K * Kk Kk x
K)ok ok k * kK K Kk Kk * ok Kk * Kk Kk
* Kk Kk x * * K * * * * %
K)ok ok k * kK . * * * *
AN 02 S BN VLN NAIOEN MIBOLN
K)ok ok k * kK * * *
* Kk Kk x * * K * * *
K)ok ok k * kK * * *
* Kk Kk x * * K * * *
Q14 Q2014 QR3Q20Q1A Qs Q1A Qs - Q1A
SiQ;,i=1,...,5, sont des matrices orthogonales symétriques, alors
Q= Q1 Qs
T
Q" = Q@5

sont également orthogonales (pourquoi? et symétriques ?).

D’autre part R = Qs5---Q1A = QT A est bien trapézoidale supérieure.

On a donc bien une factorisation

A = QR.
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TRANSFORMATION DE HOUSEHOLDER

Une maniére d’obtenir la factorisation QR est d’utiliser la transformation de
Householder, définie pour un vecteur v = (v;) comme

VVT

H=T-2-|
VI3

La transformation est :
e symétrique

(vwhT = w7,

et donc H est combinaison linéaire de matrices symétriques;

@ orthogonale - T
car HTH = HH = [-42Y 4a¥V IV _
[[vll3 vz
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TRANSFORMATION DE HOUSEHOLDER

Une maniére d’obtenir la factorisation QR est d’utiliser la transformation de
Householder, définie pour un vecteur v = (v;) comme

VVT

H =1

VI3 |

La transformation permet de :
@ introduire des zéros
pour un vecteur x = (x;) donné on choisit v. = x =+ [|x]|2€;
ol e; est le jéme vecteur de la base canonique ; alors

[Hx = Flx]ae;].

En effet, 2vix = 2||x||3 £ 2[|x||2z; = ||v|3 et donc
vv’
Hx = x-2:—5x = x—Vv = F|x[2e;.
Ivl2
NOTE : Pour éviter le phénomeéne d’annulation on choisit le signe
qui meéne a ’addition de deux nombres de méme signe;
en l'occurrence v = x + signe(z;)||x||2e; .
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FACTORISATION QR : EXEMPLE

EXEMPLE :
11 1 1 1+6
112 4 8 1 .
13 9 27 a _ 1 - v y®
105 25 125 | 2V = 1 ot Qu=1-2 [vD]2
116 36 216 1
1|7 49 343 1
—V6 —9.7... —50.6... —293.9...
—1.1... —=10.9... =T77.5...
—0.1... —5.9.. —b8.5...
- @l = 1.8.. 10.0.. —394..
2.8...  21.0.. 1305...

3.8... 34.0... 257.5...
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FACTORISATION QR : EXEMPLE

EXEMPLE :
11 1 1 1+6
112 4 8 1 .
13 9 27 a _ 1 - v y®
15 25 125 | VT 1 ot Qui=1I-270m
116 36 216 1
17 49 343 1
-6 [ —9.7... ] =50.6... —293.9... —9.7...
—1.1... | =10.9... —T77.5... —1.1..—11.1...
- —0.1...| =5.9... —58.5... @ —0.1...
- @l = 18... | 10.0.. —394.. | &V "= 1.8...
28... | 21.0... 1305... 2.8...
3.8... | 34.0.. 257.5.. 3.8...

@@ T

et Q2 = IfZW
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FACTORISATION QR : EXEMPLE

EXEMPLE :
11 1 1 1+6
112 4 8 1
113 9 27 a _ 1 o
115 25 125 avec v/ = 1 et Q1 :=
116 36 216 1
1|7 49 343 1
-6 [ —9.7... ] =50.6... —293.9...
—1.1... | =10.9... —=77.5...
—0.1... | —=5.9... —58.5...
- @l = 1.8.. | 10.0.. —394..
2.8... | 21.0... 1305...
3.8... | 34.0... 257.5...
—0.7...
2.1...
v LT 0.02...
et Q2 = I =255 = Q@A = | 547
—0.5...
—0.6...

— ce n’est pas ce qu’on voulait...

v<) mT
VT3
—9.7...
—1.1... — 11.1...
—0.1...
@ _—
avec v = 1.8
2.8...
3.8...
9.7...  85.0...
11.1... 64.6... 396.9...
—5.1... —53.4...
—1.4... —328...
3.3... 195..
10.1... 107.8...
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FACTORISATION QR : EXEMPLE

EXEMPLE :
11 1 1 146
12 4 8 N )
A oot PRGN
L5 25 125 | MOV T 1 A O
116 36 216 1
17 49 343 1
—v6 —9.7... —50.6... —293.9... ey
—1.1..] -109... —775.. ol
_ —0.1... | —5.9.. —58.5... o 1.
- Q1A = e 100, —304.. avec vi*) = ;2
2.8... | 21.0.. 1305... S
3.8.. | 34.0.. 257.5.. 8...

—v6 —=9.7... =50.6... —293.9...
5.2... 423.. 291.0...

1
~48.. —510..
ot Qo= < [—ov@y® T ) = QA = ~54.. —67.38
S 4. 8.
—2.7..  -341..
19..  354..
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FACTORISATION QR : ALGORITHME

L’algorithme retourne R et une séquence des vecteurs v(1) | ... v(") (laquelle
définit () implicitement)

ALGORITHME (QR DE HOUSEHOLDER) :

R=A

pour k=1,...,n

x R(k:m,k) % vecteur de composantes k a m de la colonne k de R
vk = x +sign(zy)||x||2e1
vE) = v®) /||v®)]|, % normaliser v(¥)

% multiplier 7 — 2v® v T avec R(k:m,k:n)

% cout de 'application ~ 4(m —k +1)(n — k+ 1)

Rk :m,k:n) = Rlk:m,k:n)—v®Q(v®T RE :m,k:n)))

n

o

CouUT : Z(coﬁt derniére ligne algorithme) +O(mn) = 2n2(m—n/3)+0O(mn)
k=1

flops
4(m—k+1)(n—k+1) flops
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FACTORISATION QR : ALGORITHME (SUITE)

L’algorithme précédent ne forme pas la matrice

Q= Qi Qn

explicitement ; elle est connue implicitement via les vecteurs vV, ... v(")
Dans certains cas, seul le produit de () avec un vecteur de dimension m
(disons w) est nécessaire.

n

ALGORITHME W = QW : CoUT : 24(m7k+1)
pour k=n,...,1 k=1

w(k:m) = w(k:m)— v (2 vk Tw(k :m)) = 2n(2m—n+1)
Le produit Q"w = Q,,--- Q1w est similaire.
ALGORITHME w = QTw : CoUT : Z4(m,k+1)
pour k=1,...,n k=1

w(k:m) = w(k:m)—vF2vk Tw(k :m)) = 2n(2m —n+1)
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FACTORISATION QR : ALGORITHME (SUITE)

Comme .

Q = ( Q * )
avec () une matrice m X n, on peut utiliser les algorithmes précédents pour
évaluer le produit de () avec un vecteur w de dimension n via

QW=Q<W>

de maniére similaire, le produit Q7 avec un vecteur w de dimension m

s’obtient avec -
() - o

Finalement, les matrices ) et () peuvent aussi étre formées explicitement, leur
jéme colonne étant Qe; .

* A Kk Kk Kk * kK Kk ok * kK Kk ok Kok kokok | | FEXEA
EXEMPLE P.2 : * k& ok ok Kk ok ok k * ok ok ok * K Kk ke b 9 |
* kKKK * K kK JTN * Kk * k& Xk Z
(TTL =10, n = 5) * * Ak * x o kB Fpk * FE g X
’ * ok KRk * x kfik ko~ A * Hfx ok ki
K A K * * AR R AP £ * & Ak
gk Kk * x kb Rk K K
* & Kk kA kK K kK * A Ak
ok k ok ok * ok ok ok ok * ok Ak
* ok ok ko Kk ok ok ok KK kKK

8/19



INTERLUDE : PROPRIETES DE LA NORME EUCLIDIENNE

PROPRIETE 1 : soient A une matrice symétrique et \;, i = 1,...,n, ses valeurs
propres. Alors IvT Av|

Al = max|)\;| = max =
K2 v

V-V

Soit p; le vecteur propre normalisé associé & \;, i = 1,...,n. Comme la matrice
A est symétrique, ’ensemble de ces vecteurs forment une base orthonormale et

tout vecteur v a une représentation v. = Z?:l a;p; dans cette base. On a
alors
Av||? T A2 " A\202
|All3 = max ” v|2|2 ~ max—— " = max 22,117132 = max |\|?.
v |v]3 v ovlv RN DAY :
Par analogie avec les deux derniéres égalités on a aussi
V" Av] |20 A
max —— = max “L——— = max|\|.
v viv QyeeeyQipy Zz 1 a 7
PROPRIETE 2 : pour toute matrice A rectangulaire
AT Al = [|Al3- J
vI AT Av Av||2
|AT Al = max 7‘ | = max I V\2|2
STy S
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INTERLUDE : PROPRIETES DE LA NORME EUCLIDIENNE

PROPRIETE 3 : pour toute matrice A rectangulaire
1Al = 1A J

Considérons d’abord le cas particulier d’un vecteur w. En notant avec 0
I’angle entre les vecteurs w et v, on a

whvl o [wllz]lv]l2[ cos(6)]

vl 1vll2

||WT||2 = max =||wl2.
v

Maintenant, comme pour deux matrices A, B la norme du produit satisfait
[ABll2 < [|A]l2]|Bll2
on a

ATVl VT Al vl [l

— = |[All5.
Ve DT, S T o e

[AT]l2 = max

En méme temps A = A7 et donc | Alls < [JAT||2, d’ott I'égalité.
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SYSTEMES SURDETERMINES : GENERALITES

On considére les systémes surdéterminés

anxi + -+ apT, = b
a1y + -+ Aoy, = by
Am1x1 + -+ QpnTn = bm

avec
e au moins autant d’équations que d’inconnues (m > n)
o le rang maximal (la matrice du systéme est de rang n).
Sous forme matricielle :

Ax = b.
En régle générale, le systéme n’a pas de solution, et donc, le résidu

r = b— Ax

n’est pas nul. On parle alors de la solution x au sens des moindres carrés si
elle minimise la norme euclidienne du résidu; c¢’est-a-dire si

|Ib — Ax|l2 = min||b— Ay]||2.
y
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SYSTEMES SURDETERMINES : SOLUTION FORMELLE

On procéde en deux étapes.
@ On détermine les points critiques de

f(x) = ||b— Ax]f3

c’est-a-dire tous les x tels que V f(x) = 0, ou encore

|ATAx = ATb]. (1)

C’est le systéme d’équations normales. Si le rang de A est maximal (égal
an), alors le rang de A7 A est maximal (égal & n) et AT A est inversible;
en particulier, il y a un et un seul point critique.

© On montre que ce x minimise bien [ (et minimise globalement!) :

Ib—Ay[l3 = [[b— Ax+ A(x - y)|3
= b — Ax[|3 +2(x — y)" AT (b~ Ax) + |A(x — y)|3

=0 >0

Y

b — Ax|3.
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Une autre maniére d’interpréter la solution :
r = b — Ax est minimisé si il est orthogonal & Aw pour tout w € R™ ;

et donc si
ATr = AT(b—- Ax) = 0.

L’angle @ entre le vecteur b et 'hyperplan Aw, w € R™ mesure la capacité de
Ax & approcher b.

Si r est le résidu minimal, alors

| Il
sin(0) = .
©) = bl
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EQUATIONS NORMALES

La résolution au sens des moindres carrés est donc équivalente a

|ATAx = ATb]. (1)

La matrice A” A du systéme est :
e symétrique, car
(ATA)T =ATA
o définie positive, car
vIiATAv = |JAv|2 > 0
et

A de rang maximal

VTATAVZU =4 AVZO — v = 0.

RAPPEL : une matrice M est définie positive si pour tout v # 0 on a

viMv > 0.
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CONDITIONNEMENT MATRICIEL : GENERALISATION

La résolution au sens des moindres carrés est donc équivalente &

|ATAx = ATb]. (1)

Pour une matrice A réguliére, le conditionnement (en norme 2) est défini par

i _ -1

r(A) = Al
Si le nombre de lignes est supérieur au nombre de colonnes, la matrice A n’est
pas inversible ; néanmoins, si rang(A) = n, elle posséde un pseudo-inverse

Al = (ATA)~1AT,
notez que la solution de (1) est x = A'b. Le conditionnement de A (en norme
euclidienne) est alors défini par

K(A) = ||AT]|2]|All2 |-

Pour ce qui est du pseudo-inverse, I'identité suivante nous sera utile

AT = [Jatat”| = |4t = patg. )
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SYSTEMES SURDETERMINES : CONDITIONNEMENT
La résolution au sens des moindres carrés est donc équivalente a

ATAx = ATpb.
Le conditionnement d’un probléme est

erreurs relatives résultat
K = su

erreurs relatives données ’

avec les erreurs données — 0.

Pour un probléme aux moindres carrés :
o données : A, b (avec perturbations A + 04, b+ db)

e résultat : x ( x + 0x pour le systéme perturbé)
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SYSTEMES SURDETERMINES : CONDITIONNEMENT

La résolution au sens des moindres carrés est donc équivalente a
ATAx = A"b.
Le conditionnement d’un probléme est

erreurs relatives résultat

K = su : —
erreurs relatives données

avec les erreurs données — 0.

On peut montrer (cf. Annexe) que 5

KAl _
[All2l1x[l2 —
pour erreurs db sur b : ke < k(A)/ cos(6)

pour erreurs 0A sur A : kpyoa < k(A) + k(A) + K(A)* tan(6)
CONCLUSION :
0 0~0 = KymcaREMob~ K(A)

P0<KIKT = Ry~ K(A)?

K/]\jcvb ~ IQ(A)

o0 —% = KmcA,kmob— 0 (car x ~ 0)

y
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METHODE DES EQUATIONS NORMALES (VERSION LU)

La méthode consiste & former le systéme
ATAx = A"Tb (1)

explicitement et en calculer sa factorisation LU avec pivotage.

ALGORITHME :
Q former ATA, ATb (=~ mn? (symétrie) + 2mn flops)
© calculer la factorisation LU avec piv. LU = P(ATA) (~ 2n3/3 flops)
Q résoudre Ly = P(ATb) et Ux =y (= 2n? flops)

o dans la situation (habituelle) ot m > n le cotit est dominé par mn?

o le conditionnement du systéme (1) est (en utilisant (2) et Propriété 2)
R(ATA) = [(ATA) 20 ATAllz = IATIZ1A]Z = w(4)%;

pour rappel, si angle 6 entre b et Ax est proche de 0, ko4 =~ K(A) et
une perte de précision est possible si on utilise cette méthode lorsque la
matrice est mal conditionnée (c’est-a-dire si k(A) > 1); dans ce cas la
méthode est instable.
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METHODE DE LA FACTORISATION QR

La méthode utilise la factorisation (:2]:2 réduite de A; elle est basée sur le fait
que la solution x du systéme

ATAx = A™b

satisfait aussi

x = (ATA)'A™b = (RTQFOR) 'R"Q"b = R EZFRTQ™b = R'Q7b;

ALGORITHME :
Q calculer la factorisation QR = A (= 2n%(m — n/3) flops)
O former Qb (=~ 4mn flops)
Q résoudre Rx = Q”b (~ n? flops)

o AT A ne doit pas étre formée;

o dans la situation (habituelle) ot 7 > n le cotit est dominé par 2mn?

o si la factorisation Q]:? réduite est bien calculée par la méthode de
Householder, le présent algorithme a la stabilité inverse

17 /19



COMPARAISON DES METHODES : EXEMPLE

ExeEMPLE ! : interpolation de la fonction exp(sin(4%t)) aux points repartis
uniformément sur U'intervalle [0, 1] par un polynoéme de degré 14 J

m = 100; n = 15; 3
t = 0:1/(m-1):1; t = t°; 95 L m
A= [1;
for i=1:n 2 ****** ******
A =[A t."(i-1)1]; 15 L ****** ******
end & %
b = exp(sin(4*t)); 1 ’gf
% valeur exacte de x(15)
% obtenue via des outils 05 =
% de précision étendue 0 \ | | \ |
x15ex = 2006.787453080206 0 02 04 06 08 1

1. Repris de L. N. Trefethen, D. Bau, Numerical Linear Algebra, SIAM, Philadelphia, PA,
1997

18 /19



COMPARAISON DES METHODES : EXEMPLE

ExeEMPLE ! : interpolation de la fonction exp(sin(4%t)) aux points repartis
uniformément sur U'intervalle [0, 1] par un polynoéme de degré 14 J

Instruction Octave

x = A\b;

x(15) /x15ex ans 1.00000007318865

Méthode QR (Householder)

[Q,R] = qr(A,0);
x = R\(Q’*Db);
x(15) /x15ex

ans 1.00000007318102

Méthode équations normales (version LU)

[L U P] = 1u(A’*A);
x = UN(L\(P*(A’*b)));

ans = 1.56194368637586
x(15) /x15ex

1. Repris de L. N. Trefethen, D. Bau, Numerical Linear Algebra, SIAM, Philadelphia, PA,
1997
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COMPARAISON DES METHODES : EXEMPLE

EXEMPLE ! : interpolation de la fonction exp(sin(4*t)) aux points repartis
uniformément sur U'intervalle [0, 1] par un polynéme de degré 14

EXPLICATION : pour ce probléme

@ RMC A S 3.2 1010

° Kyop < 2.3 1010
et donc en double précision une méthode qui a la stabilité directe doit fournir
un résultat avec une précision relative d’environ usy;c ~ 1075 . Par contre

o k(A4)? = 2.310%.
et donc la réponse obtenue par la méthode des équations normales risque de
ne pas étre (et n’est en effet pas!) précise.

kA = cond (A) K_MCA_max = 3.1909e+10
x=A\b; r = A*x-b; K_MCB_max = 2.2718e+10
theta = asin(norm(r)/norm(b));

¢ = norm(r)/norm(A)/norm(x) ;

K_MCA_max = kA + kA~2 * c
K_MCB_max = kA/cos(theta)

1. Repris de L. N. Trefethen, D. Bau, Numerical Linear Algebra, SIAM, Philadelphia, PA,
1997
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ANNEXE : CONDITIONNEMENT (DERIVATION)
Le probléme aux moindres carrés est équivalent a

ATAx = A"b.
Le conditionnement d’un probléme est

erreurs relatives résultat
K = su

erreurs relatives données ’

avec les erreurs données — 0.

CAs 1 : perturbations db de b (x + dx est la solution du systéme perturbé)
ATA(x +6x) = AT(b + db)

= AT Asx = ATsb (soustraction de (1))
= |6x|[2 = ||ATobll2 < ||AT|2 [|6b]l2  (norme matricielle)
et donc
o sup Ioxla/lxls bl bl _ s

= R T SR =
lob [15bl2/[[bll2 )IIAlleX\\z )IIAX||2 cos(6)
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ANNEXE : CONDITIONNEMENT (DERIVATION)

Le probléme aux moindres carrés est équivalent &
ATAx = ATb.
Le conditionnement d’un probléme est

erreurs relatives résultat
K = su

erreurs relatives données ’

avec les erreurs données — 0.

CAs 2 : perturbations 0A de A (x + 0x est la solution du systéme perturbé)
(A+6A)T(A+5A)(z +6x) = (A+6A)TD
= ATAsx + ATSA x + §AT Ax + @ = §ATb (soustraction de (1))

second ordre
= [loxll2 < [|AT[|2[|5A]2]x]l2 + [[(ATA) " |2 AT ]| b — Ax]2
—_—

A3 ll6Al2 [zl

et donc tan(9)
pvron = sup AXI2/IXlz e el e IEl
’ jsay I6A[2/[IAllz — IAl2lx]l2 ~ [Ax]2
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