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ACCIDENTS DUS AUX

SYSTEME PATRIOT :

ERREURS NUMERIQUES

systéme américain d’interception des missiles;

pendant la guerre du Golf (1991), les erreurs
d’arrondi dans l'estimation du temps de 0.34
secondes dans un des systémes anti-missile ont
causé une erreur sur la position du missile
irakien d’environ un demi-kilométre ;

cela a coflité la vie a 28 soldats;

premier lancement (1996), 30 secondes apreés le
décollage la fusée devient incontrdlable et est
détruite ;

la perte de controle est due au dépassement de
la valeur maximale du registre qui contenait la
vitesse horizontale ;

coit : environ 500 millions de dollars.

Plus d’information sur https://www-users.cse.umn.edu/ arnold/disasters/

2/20


https://www-users.cse.umn.edu/~arnold/disasters/

REPRESENTATION DES NOMBRES REELS

Représentation en virgule flottante (notation & gauche, valeur a droite) :

t
R d;
+0.dvdy---d; - B¢ = £5° E E
=1

ou
o [ est la base (8 = 2 — représentation binaire, § = 10 — décimale) ;
@ t est le nombre de chiffres significatifs ;
@ d; est le iéme chiffre significatif (0 < d; < —1) ;
I’ensemble des chiffres significatifs 0.dyds - - - d; forment la mantisse ;
o ¢ est exposant (emin < € < €max)-
EXEMPLES : avec t = 3 chiffres significatifs
e 2 est 0.200- 10! en décimale (mais aussi 0.020 - 10% et 0.002 - 10?)

> vérifiez : 10'(3 + 102 + 105) = 2
o 1/2 est 0.500 - 10° en décimale et 0.100 - 2V en binaire
> verifiez 1 100(5 + 5 +1%5) = 3 = 223+ 2+ %)
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REPRESENTATION DES NOMBRES REELS (SUITE)

Représentation en virgule flottante (notation a gauche, valeur a droite) :

t
— d
+0.dydy - --dy - B¢ = £° E 5
=l

Certains réels ont de multiples représentations (ex : 0.200 - 10! et 0.020 - 10?).
La représentation avec
d 4 0

est normalisée. Dans une base binaire cette représentation implique d; = 1.
L’ensemble des réels possédant une représentation normalisée est noté

F = { z ‘ r = iOdldzdt : BE » €min < e < émax }
EXEMPLE : représentation de la partie positive de F pour § =2, ¢t =3,
€min = —let €max = 3.

‘ |
‘ [
0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0

it
0.25
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ERREURS D’ARRONDI : EXEMPLE

Comme l'ensemble F des réels représentables est fini alors que R est infini, les
erreurs d’arrondi sont inévitables. Pour comprendre leurs effets, définissons

fi(z) = le réel dans F le plus proche de x € R.

EXEMPLE (SUITE) : fl(z) = 4.0 dans la région rouge et fi(z) = 5.0 dans la
région verte

|
I
5 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0

\

\

0
o La différence absolue |fl(x) — x| peut étre d’autant plus importante que x
est grand ; elle vaut au plus la moitié de la distance entre deux éléments
de F qui entourent x .

Pour cet exemple cela donne
» pour z €]4,7[on a |fi(z) —z| < 0.5
» pour z €]2,4[ on a [fi(z) —z| < 0.25

» pour z €]0.25,0.5[ on a [fl(z) —z| < 27°
o On constate par contre que différence relative est bornée ; pour cet exemple

) 2] _ 1
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ERREURS D’ARRONDI : CAS GENERAL

ANALYSE : Considérons un x € R tel que |z| se trouve entre les valeurs positives
minimale et maximale de FF. Soit

v = + Odidg--- - B°

son expansion (potentiellement infinie) normalisée (d; # 0) en base (; on a en
particulier 7

lz] > 01-8° = gL, (1)
Par ailleurs, la différence |fl(x) — 2| vaut au plus la moitié de la distance entre
deux éléments consécutifs ., x_ de ' qui entourent x, et donc

1

1 | .
fi(z) — x| < i-\az+—a:,| = 5-0.00---018‘ = 55"f’. (2)
Inégalités (1) et (2) donnent une relation importante
fi(z) — x| %ﬁeit Loy
< = -0 = u, (3)

2| = Be-1 2

ol u est I'unité d’arrondi.
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ERREURS D’ARRONDI : CAS GENERAL (SUITE)

On a donc l'erreur relative
|fi(z) — =
||

RAPPEL SUR LES ERREURS : Soient x et son approximation . Alors

@ lerreur absolue est €, = |x — 2 ;
o lerreur relative (pour = # 0) est €1 = x||x| ; en particulier
x
z =z(l4+e), | = €l

L’inégalité (3) est donc équivalente a

’ﬂ(:c) =z(1+¢), ¢ < u.‘

De maniére similaire a (4) on montre (cf. travaux pratiques) que

m, |E/| S u.




STANDARD [EEE 754 (1985)

STANDARD IEEE :
e universellement accepté aujourd’hui
o deux principaux formats en virgule flottante pour § = 2 :
single (simple précision) et double (double précision)
@ représentation en mémoire

’ signe | exposant | mantisse ‘
e spécifications principales :
single double
[1bit| 8bits |  23bits | |1 bit] 11 bits | 52 bits
€min = —125 €min — —1021
€max — 128 €max — 1024
Tpin A~ 1.2-10738 Ty A 2.2.107308
Tmax ~ 3.4-1038 Tmax ~ 1.8 10308

u ~ 6.0-10°8 u ~ 1.1-10716

@ double précision est utilisée par défaut en Octave ;
regardez les commandes realmax, realmin et eps (= 2u).
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MODELE D’ARITHMETIQUE

Modele standard d’arithmétique en virgule flottante (satisfaite avec IEEE) :
soient
ez, yelF
e +, —, -, / (symbolisées par o) les opérations habituelles dans R ;
notez que x o y n’est pas nécessairement dans I
@ Tmin < |z oyl < xmax (le résultat n’est ni trop grand, ni trop petit)
o @,0,®, o (symbolisées par @) les opérations en virgule flottante dans F;

avec donc x © y € F

alors

roy = (xoy)(l+e), |f<u. (6)

INTERPRETATION : L’opération ©® méne aux erreurs d’arrondi
comparables a celles de fl(z o y).

Ce modéle permet de comprendre et prédire
les effets des erreurs d’arrondi!
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ANALYSE D’ERREURS : REGLES DE BASE
MODELE STANDARD D’ARITHMETIQUE :

rey = (zoy)(l+e), |f<u. (6)

REGLES DE BASE :
Pour lensemble des régles, on suppose |¢;|, |e)| < uw et o, § € R
Q aciEfer = (laf +[B)es

@ (1+aa)(1+8e) = 1+ (la] +[8)es + [aBlOG?)
1
1+ aeq + O(u?)

(par développement en série de Taylor 1/(1 +z) =1 — 2 + O(2?),
avec € = —ey)

= 14 a€d, + |a|?0(u?)

NOTE : les facteurs devant O(u?) sont omis dans la suite sous 'hypothese
(souvent implicite) que «, 5 = O(1).
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MODELE D’ARITHMETIQUE : EXEMPLE 1

EXEMPLE 1 : Estimer 'erreur relative d’arrondi sur le résultat de

(103)©3

ANALYSE : (tous les ¢; satisfont |¢;| < u)

(103)®3=1/3(1+¢)03 (par (6))
= (131 +e)-3)(1+e) (par (6))
= 1 . (1 +61)<1 + 62)
= 1-(1+2e3)+0(u?) (par @)

CONCLUSION : erreur relative en double précision est bornée (a O(u?) preés)

par 2u ~ 2.2 10716

11/ 20



MODELE D’ARITHMETIQUE : EXEMPLE 2

EXEMPLE 2 : soient x,y contaminés avec des erreurs d’arrondi :
erx=ua(l4¢)€F, ler] < w,
e y=y(l+e)cl, lea] < w.

Quelle est erreur relative d’arrondi de ¥ & ¥y comme approximation de x —y 7

ANALYSE :(avec comme avant |e;| < u)
oz oy = (Z-yl+e) (par (6))
0Ty = (z—y)+ (va —ye2) = (z—y) (1 +du) avec
T€EL — Y€g 1 ‘37| + |y‘
g = |TAzbey L KA

r—y u = |z—y

@ et donc
T oy = (x—y)(1+0u+es)+O>0u?)

Sixz ~ y, on a potentiellement § > 1 et donc un risque de perte de précision ;
le phénoméne est connu sous le nom d’annulation.

NOTE : c’est le phénoméne qui s’est produit pour le calcul de la variance dans
Exemple 6 du chapitre Motivation.
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STANDARD [EEE : COMPLEMENTS ET RESUME

@ Pour remédier & un changement brusque entre x,,;, et 0 on utilise une
représentation dénormalisée si [x| < @z, (pour 0y compris);
le dépassement de x,,;, porte le nom d’underflow.
En particulier, les relations (4), (6) ne sont plus valables et l'erreur
relative peut facilement dépasser u.

o La représentation est aussi complétée avec

» +Inf : provient du dépassement de Zmax ou 1/0; c’est un overflow ;
> Nal : résulte de 0/0, 0-co ou (dans certains logiciels, pas dans Octave) /—1

RESUME (avect = 3, émin = —1, émax = 3):
—ZTmax —Zmin 0 Lmin Tmax
' N b
| | | [ — ‘ [ ‘H\‘H\‘m\u \‘H\‘ [ ‘ T — | | |
I I I ‘ [ ‘ T ‘H\‘H\“”\” \‘H\‘ T ‘ [ ‘ I I I
overflow ﬂ(%’) — ( + E) underflow ﬂ(l‘) _ (1 + 6) overflow
2@y = (woy)(1+¢€) dénotmalisce Oy = (zoy)(l+¢€)




ERREUR DIRECTE

erreur directe

Soit un probléme dont la solution (exacte) y est une fonction f des données x :

y = f(2).
Attention : x,y peuvent étre des scalaires, vecteurs, matrices, etc...
EXEMPLES :
e évaluation d’une racine carrée : f(z) = /x
e soustraction de deux nombres : f(z1,22) = 1 — a2

En arithmétique finie, un algorithme ne peut fournir qu'une solution
approchée § (qui dépend de cet algorithme!)

La différence § — y est appelée erreur directe.
INTUITION : Si cette erreur est petite (en norme), l’algorithme est stable.

Mais que veut dire «petite» ?
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STABILITE DIRECTE

exacte

< aloy, .
~Sozjgy, .
e erreur directe

Mais que veut dire une «petite» erreur ||§ — yl|/|ly|| ?
On considére qu’un algorithme a la stabilité directe en z si la norme de

Perreur directe ||J —y|| = ||y — f(z)]| est comparable a la norme de l’erreur
due aux effets d’arrondi.

En d’autres termes, si il existe Cy, Co > 1 (petits) tels que

19—yl < C1 | f(z+dz)— f(z)]

pour au moins un oz tel que ||0z||/||z]| < Cy w.
MOTIVATION :
e souvent x est déja entaché d’erreurs d’arrondi (au moins);
o les premiéres opérations sur chaque élément de z introduisent des erreurs

relatives au moins aussi grandes que u (cf. Exemple 1)
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CONDITIONNEMENT

Un algorithme a la stabilité directe en = §’il existe C;, Co > 1 tels que

19—yl < Cillf(z+bz) — f(=)]]

pour au moins un dz tel que |[dz|/||z] < Cs u.
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CONDITIONNEMENT

Un algorithme a la stabilité directe en = §’il existe C7,Cy > 1 tels que

i =l |z + bz) — 7o)
Bl ST @l

pour au moins un oz tel que |dz||/||z]| < Cau.

Ou on a utilise y = f(x).
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CONDITIONNEMENT

Un algorithme a la stabilité directe en x §’il existe Cq,Cy > 1 tels que

i -l |z + b2) — £(2)]
Bl 9T @l

pour au moins un dz tel que ||ox||/||z]] < Cou.

En particulier, nous nous intéresserons a

[f(x+0x) = fe)| _ [If(z+dx) — F(@)|ll=]l  [Io=|
1/ ()l 1/ ()l l|ox]] ]|
——

facteur d’amplification <Csu

Le pire des facteur pour [[dz||/||z|| petit, & savoir

. If (@ + 6x) = f(@)]| / If (@
= lim k() , Ce =
H(ZE) C*}OK'/ (UU) " (‘T") H(inlélerH “()7"|| / HT”

est le conditionnement. En d’autres termes, le conditionnement est le pire des
facteurs par lequel il faut multiplier les erreurs relatives dans les données x

pour obtenir les erreurs relatives dans f(z) (avec erreurs — 0). 1620



CONDITIONNEMENT (SUITE)

Un algorithme a la stabilité directe en = §’il existe un Cy, C5 > 1 tel que

i =l |z + bz) — £(2)]
Bl ST @l

pour au moins un dz tel que |[dz|/||z] < Cs u.

Pour revenir a la stabilité, on note (dans la limite de v infinitésimal) que

|z +62) — £(2)] o
7@l = Conelau = ot

Par conséquent, un algorithme possédant la stabilité directe satisfait aussi

7 — vyl
Iyl

< C1C0%6(x)u ~ C1Cyk(x)u
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CONDITIONNEMENT (SUITE)

exacte

erreur «donnéesy

o) = lim  sup | f(x+ dx) )| /If(z ___erreur relative résultat
T o0 s <elall \\5l|| / H1|| erreur relative données
COMMENTAIRES :

o le conditionnement ne dépend pas d’un algorithme particulier (c.a.d §);
il ne dépend que du probléme considéré (viay = f(x)).

@ si k(x) > 1 on parle d’un probléme mal conditionné;
dans le cas contraire, il est bien conditionné.

o si f(x) est différentiable (et f/(x) est la matrice Jacobienne), on a

I @l
@) = i@l
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CONDITIONNEMENT : EXEMPLES

P @Ik
") = el

EXEMPLE 3 : Conditionnement de l'opération racine carrée /= (pour = > 0).

et donc

oy~ CVDIl L
WAl T2

CONCLUSION : C’est un probléme bien conditionné ; un algorithme qui a la
stabilité directe doit fournir une solution presque sans perte de précision.

ExEMPLE 4 : Conditionnement de la soustraction xq — x5 .
f(wlsa&) = T1— T2, f/(INIQ) = (L_l)
et donc (en utilisant la norme euclidienne pour || ||)
(@) V2 \/x? + 3
k(r) = ——————=.
|z — 29|

CONCLUSION : Risque de perte de précision si z; ~ x2 . (on le savait déjal)
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ERREUR INVERSE, STABILITE INVERSE

erreur invers
erreur directe

o L’erreur inverse d’un algorithme ¢ est un Ax tel que
flx+Az) = §; (7)
(Un tel Az n’existe pas nécessairement !)

e Un algorithme a la stabilité inverse si Az satisfaisant (7) existe toujours
et satisfait (pour un C' > 1 petit)
[Az|

]

< Cu (8)

o Comme la stabilité inverse implique

19—yl = Ilf(z+Az) — f(z)]|

pour un Az de l'ordre de grandeur des erreurs d’arrondi (car (8)),
elle implique la stabilité directe (avec C; = let Cy = ().
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